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1. Integrais de superf́ıcie

Calcule a integral sobre uma superf́ıcie fechada
a. do campo A = r sobre o cubo 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ 1 e
b. do campo A = ρEρ sobre a superf́ıcie radial do cilindro 0 ≤ z ≤ 1, 0 ≤ ρ ≤ 1.

2. Integrais de superf́ıcie

Calcule para o campo vetorial A(r) = cr com c =constante a integral de superf́ıcie

I =

∫
F

A(r)× dS

a. sobre a superf́ıcie de uma esfera (raio R, centro na origem das coordenadas)
b. sobre a superf́ıcie de um cilindro (raio R, comprimento L).

3. Integrais de superf́ıcie (T21)

Prove a relação:

tij ≡
∫

O(a)

dfxixj =
4π

3
a4δij ,

onde i, j = 1, 2, 3, x1 = x, x2 = y, x3 = z, e a integral tem que ser calculada sobre a superf́ıcie
de uma esfera com raio a.

4. Teorema integral de Gauß

Sejam a um campo escalar e B um campo vetorial. Mostre que vale,∫
V

d3r B · ∇a =

∫
O(V )

aB · dF−
∫
V

d3r a∇ ·B .



5. Teoremas integral de Gauß

Calcule a integral
∮
F
x(êx + êy) dF, onde F seja a superf́ıcie de uma esfera unitária.

6. Aceleração em coordenadas esféricas

Em coordenadas esféricas o vetor de velocidade tem a seguinte forma,

~v =
dr

dt
= ṙêr + rθ̇êθ + φ̇r sin θêφ .

Calcule o vetor de aceleração em coordenadas esféricas. Respeite que os vetores da base
também devem ser derivadas pelo tempo.

7. Elemento de volume em coordenadas curviĺıneas

a. Calcule a superf́ıcie de um retângulo com largura a e altura b em coordenadas carte-
sianas.
b. Calcule a superf́ıcie de um disco do raio R em coordenadas polares.
c. Calcule o volume de um cubóide com as dimensões a, b, c em coordenadas cartesianas.
d. Calcule o volume um cilindro com o raio R e altura H em coordenadas ciĺındricas.
e. Calcule o volume uma esfera com o raio R em coordenadas esféricas. .6CoordenadasCur-
vilineas

8. Volume esférico

O volume de um corpo é dado pela formula V =
∫
V

1 dV .
a. Calcule o volume de uma esfera em 3D em coordenadas esféricas.
Pela lei integral de Gauß podemos estabelecer uma relação entre o volume da esfera e a sua
superf́ıcie. (Ajuda: Para qual campo vetorial A vale: ∇ ·A = 1?)
b. Agora calcule o volume da esfera neste sentido. Pode assumir, que a superf́ıcie da esfera
é conhecida.
c. Derive analogamente à formula acima uma relação geral entre o volume de uma hi-
peresfera n-dimensional e a sua hipersuperf́ıcie (n − 1)-dimensional. Ajuda: A lei de
Gauß vale em dimensões arbitrárias com o operador nabla n-dimensional definido por,
∇ = (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn).

9. Volume esférico

A distribuição de densidade de um gás seja dada por n(r) = C2 − x2

r20
− y2

r20
− z2

r20
. Deter-

mine a constante C de tal maneira, que densidade n(r) fica normalizada ao número de
átomos no gás, isto é,

∫
V n(r)d3r = N , onde V é o volume dentro do qual a densidade é

positiva, n(r) ≥ 0.


